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GEA2/ GCVI/GMI o - Maths 2 .
Série n° 3

Exercice 1.
Les fonctions suivantes ont-elles une limite en (0,0)?

. 1
L. f(z,y) = (z + Y) Sln(;{_ﬁj)-

1112—’!/2
2. f(z,y) = :
fa,y) = — o
' > + ]

3. f(z,y) = [z
f(z,y) T 4

Exercice 2.
soit la fonction f définie sur R? par

3
)= Fry si(z,1) £ (0,0)
0’ Smon

1. Calculer d’apres la définition les dérivées partlelles de la fonction f au point
(0, 0). | 4
" 2. La fonction est-elle continue au point (0, 0) ?

Exercice 3.
soit la fonction f définie sur R? par

3
f(.’L‘, y) = {—zii.'_—fxy%a-’ SI(:E’y)# (0,0) _
: 0, sinon. -

1. Montrer que pour tout (z,y) € R?\(0,0), on |f(z, )| < ||(z, )1 +(l(=, )]
2. En déduire que f est continue sur R2.. :

Exercice 4.
soit 2 = (]0,+o0[)? et f la fonction définie sur Q par

f(z,y) =€ In(zy), (z,y) €.
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3. Montrer que les solutlons de 1 EDP sont u(z,;y) = f(l;lz ~ 1)
4. Expliquer pourquoi ce probléme n’est pas bien posé.

Exercice 12. Probleme de Cauchy On consid‘ere sur R x R+‘le probléme

{ yo;u — zdu =0
u(z,0) = f(z), z€R. <

1. Ra.ppeler ce qu'une solutlon de cette EDP vérifie le 1 d
. iy e long des courbes carac-

2. Montrer qu’1l s’agit de demi-cercles. -
-3 Quelle condmon doit vérifier f pour qu’il y ait existence d’une solution ?
ln(l +122)

'4 Determmerlmsolutlons del’EDPda.nslecasf()— o

Exerc1ce 13 Smt l’EDP
| -t
1 Déterminer I'opérateur différentiel linéaire et Pécrire comme produit de deux

opérateurs de degré 1.
* 9. Résoudre a,v—a,v = gy a l'aide du changent deva.nablesX z, T =

)

z+t -
3. Résoudre ’EDP (on pourra effectuer un autre changement de variables U = z

et V.=1—1).
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Y Mont:rer que f eﬁt contmue sur Q
9. Déterminer ses dérivées partielles d’ordre 1 en (1, €).

Exercice 5.
Soit f: R? = R une fonction de classe C.

1. On définit g : R = R par g(t) = f(2 + 2¢,t?). Démontrer que g est C1
calculer ¢’(t) en fonction des dérivées partielles de f. Bl
2. On définit h : R - R par h(u,v) = f(uv, u? + v?). Démontrer que h est C*

et exprimer les dénve& partielles oh et Oh en fonctlon des denvéeﬂ partlell&s

of ' of ou  ov
oz "y
Exercice 6. 1. Calculer la dérivée directionnelle de la fonction :
f(z,y) = ?mzy— 4zy,

au point (z,y) = (1,2) le long la direction v = (ﬁ 1

2 ’7)"
9. Vérifier l’éga.lité :

Duf(1,2) = VF(1,2) -v = af Qf(l, %)vg.

Exercice 7. Solutions d’une equatzon de propagation. On considére 'équation de
propagation 8u — 282, u =

1. a. Montrez que la fonctlon u(z,t) = f(z — et) + g(z + ct) est solution.
b. Existe-t-il un point ol flz- ct) est toujours nulle ?
c. On suppose que u(t =0, z) F(z). Tracez f(a: ct).
2. On cherche maintenant s’il existe une solution de la forme u(z,t) = X (z)T'(t).

— ~ - 3. & Montrez que si c’est le cas X et T' doivent satisfaire des EDOs du second
ordre, ol apparait une constante indéterminée.

b. Montrez que le signe‘de cette constante est ﬁxe si la solution doit r&ter
finie dans le temps.

c. Résoudre les EDO, exprimer la solution u(z, t), et montrez qu'elle est nulle
en certains points de 'espace & tout temps t.

lf!xerclce 8. Solutions d’une équation de diffusion. Fonction erreur. On considire
Péquation de d:ﬁumon 8 = ad%u. On en cherche une solution sous la forme

u(z,t) = F( ‘/_
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" 1. La solution proposée est-elle justifiée par I'analyse dimensionnelle ?
2. Montrer que F doit vérifier une équation différentielle du second ordre que

I’on écrira.
3. Résoudre I’équation et trouver F' sous forme intégrale.

4. On définit la fonction erreur par :

Exprimez la solution trouvée & I’aide de cette fonction,

Exercice 9.

1. Trouver la solution du probléme :

{ Gu+20;u=0

w(z,t = 0) = —

241

2.-Tracer u(z,t = 5) en fonction de .
3. En déduire une interprétation physique de I’équation.
Exercice 10. Eq'uation d coefficients non constants sans second membre.
Yosu+z0u=20
u(0,y) =€V
1. Déterminer les courbes caractéristiques de cette équa.tioﬁ. Tracez-les soigneu-
2. Démontrer que la solution est constante le long des courbes caractéristiques.
3. Résoudre I’équation lorsque c’est possible. Que manque-t-il pour fermer le -
- gystéme?

Exercice 11. Soit Q = {(z, y) ERz >0y > 0}. On considére alors sur { le
probléme :

u(z,0) = f(z), > 0.

L Rappeler ce qu'une solution de cette EDP vérifie le long des courbes carac-
iques.

2. Détmer les courbes ca.raaénsuques et tracez-les smgneusement-

{ 2y0,u+u=0

3
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